Tensorprodukte von Darstellungen endlicher Gruppen

G. Chiusole

In diesem Vortrag werden die Beispiele 19.15 [JL], 19.16 [JL], 19.17 [JL], welche die Charak-

tertafeln der Sy, S5, und Sg explizit berechnen nicht behandelt. Sie sind aber sehr zu empfehlen!

1 Tensor Produkte von Vektorraumen

Zunachst betrachten wir 3 dquivalente Definitionen des Tensorprodukt von Vektorrdumen tiber

einem allgemeinen Korper F. Danach folgt die Verallgemeinerung auf FG-Moduln.

Definition 1. (Universelle Eigenschaft) Sei F ein Korper und seien V, W Vektorrdume iiber F.

Dann nennt man einen Vektorraum Z Tensorprodukt von V und W sofern

(1) eine bilineare Abbildung ¢ : V x W — Z existiert und

(2) fir einen beliebigen F-Vektorraum T gilt: V¢ € BiLin(V x W, T)3 € BiLin(Z,T) : tpod = t.
Also mit anderen Worten dass das folgende Diagramm existiert und kommutiert.

VXWLZ
¢ halw
T

Durch diese Eigenschaft ist Z eindeutig bestimmt. Man spricht daher von dem Tensorprodukt

von V und W und schreibt V @ W. Wenn es klar ist, wird das Subskript F unterdriickt.

Definition 2. (Faktorraum) Sei F ein Korper und seien V, W Vektorrdume tiber F. Dann nennt

man den Vektorraum V ® W das Tensorprodukt von V und W definiert durch



VoW :=FV xW)/~ (1)
wobei

endlich

FVxW):={ Z Av,w)AeF,v e Viwe W} = {((v,w)|lv e VweW) (2)

der freie Vektorraum tiber V x W.

Die Aquivalenzrelation ~ ist wie folgt definiert: YA € F, (v,w) € V x W:

(Av,w) ~ (v, \w)
(v1 + v, w) ~ (v, w) + (vo, w)

(v, w1 + we) ~ (v,w1) + (v, ws)

VW ist kein Unterraum und auch kein Quotientenraum von V xW. Es ist der Quotientenraum
des Vektoraums mit Basis den Elementen (v, w) € V x W - des freien Vektorraums, erzeugt durch

V x W, also eines wesentlich grofleren Vektorraums.

Definition 3. Sei F ein Korper und seien V, W Vektorrdume iiber F mit Basen {vy,...,v,} und
{w1,...,wn}. Dann nennt man den Vektorraum V @ W das Tensorprodukt von V und W

definiert durch das lineare Erzeugnis der Elemente

VoW ={vuewlic{l,...,n},je{l,...,m}} (3)

Fiir v =37", \iv; € V und w =377, pijw; € W definiere v ® w entsprechend als

v w = <Z AZ‘“) @ | d_mgwy | =D i (vi ©wj) I @
i=1 Jj=1

%

1Hieraus folgen die iiblichen Linearitétsrelationen die man erwartet.



Remark 1. Elemente im Tensorprodukt, welche von der Form v ® w fiir v € V und w € W sind
nennt man reine Tensoren. Achtung! Nicht alle Elemente in V®W sind pure Tensoren. Beispiel:
v1 @ wy + vo @ wy. Beispielsweise hat das Kronecker-Produkt zweier Vektoren stets nicht vollen
Rang. Aber es gibt dennoch Matrizen, welche vollen Rang haben. Wenn man vy ® wy + vs ® wo
als Element in V*®V interpretiert, so ist die Aussage, dass die Identitdtsmatrix kein Kronecker-

Produkt aus zwei Vektoren sein kann.

Nun zur Definition fiir einen CG Modul.

Definition 4. Sei F ein Korper, G eine endliche Gruppe und V, W zwei FG Moduln. Dann ist

die induzierte Gruppenwirkung auf V' @ W definiert als

g.(vi®w;) =gv;Q9w; YVgeGv,Quw;, VW (5)
wobei in g.v; ® g.w; einmal die Gruppenwirkung bzgl. V und einmal bzgl. W gemeint ist.

Remark 2. Achtung! Fiir allgemeine Elemente a € F[G] gilt nicht zwingend a(v; ® w;). Beispiel:

Fira =Ag mit A € Fund g € G gilt

(a.v;®@a.w;) = (Ag.v;@Ag.w;) = N2 (g.v;@9.w;) # ANg.v;@g.w;) = Ag.(v;@w;) = a.(v;R@w;) (6)

Wir verwenden die gleiche Notation wie fiir das Tensorprodukt von Vektorrdumen.

Example 1. Seien V, W zwei F Vektorraume und V* der Dualraum von V. Dann gilt

V*@W ~Homp(V, W), v ®wj — vj(z)w, (7)
mit kanonischem Isomorphismus.

Proposition 1. Sei U, VW drei F Vektorraume. Dann existieren die folgenden kanonischen

Isomorphismen

e FRV ~V



e VRWeWV

e (URV)aW =U®g (VaW)

2 Symmetrische und Anti-Symmetrische Dekomposition

Definition 5. Sei V ein F Vektorraum mit Char(F) # 2, {v1,...,v,} eine Basis fiir diesen und
T:V®V - V®V ein Endomorphismus definiert durch T'(v; ® vj;) = v; ® v; und lineare

Fortsetzung auf V' ® V. Dann definiere

VoV=Sym(VeV):={zeVaV|T(x)=axa} (8)

VAV =AntSym(VeV):={zc Ve V|T(z) = -z} (9)

als den symmetrischen und den antisymmetrischen Teil von V ® V. Den antisymmetrischen
Teil eines Tensorproduktes nennt man auch das duBere Produkt?]

Merke dass T selbstinvers ist. Also T2 = id. Bl

Proposition 2. 1. Sym(V V) und AntSym(V ®@ V') sind Eigenrdume beziglich T und damit

Untervektorraume von V@ V.
2. Weiters sind sie G-invariant und damit FG Untermoduln fiir eine endliche Gruppe G.
Proof. 1. BE4(T)=Sym(V® V) und E_1(T) = AntSym(V ® V)

2. Sei 37, ; Aij(vi ®v;) € Sym(V ®@ V). Dann gilt Vg € G

2 Andere Notationen existieren: [FH| schreiben Sym? (V) und A2(V), [JT] schreiben S(V ® V') und A(V ® V).
3Fiir Kérper mit Charakteristik 2 lassen sich #hnliche Konstruktionen durchfithren, so wie sie hier vorgestellt
wird braucht man aber einen Korper von Charakteristik ungleich 2



T(9~(Z Xij(0: ® ) = T Xijg.(v: ® v)))

%]

= T(Z Aij (gvi ® g.Uj))

0]

= Nijlgv; @ gvi)

i
= Nijg-(v; @ vy)
i

= g-(Z Aij(vj ® v5))

= 9~(Z Aij(v; ® vj))

Analog fiir antisymmetrisch.

Proposition 3. Sei V' ein F-Vektorraum. Dann gilt

Sym(V @ V) @ AntSym(V V)=V eV
Proof. Sei x € Sym(V ® V) N AntSym(V ® V). Dann gilt © = T'(x) = —z. Also z = 0.
Sei x € V ® V beliebig. Dann ist
1 1
x = i(x +T(z)) + i(x —T(x)) .

Merke dass ¢ + T'(z) € Sym(V @ V) und z — T'(z) € AntSym(V @ V):



O

Remark 3. Dementsprechend definiert man den symmetrischen Teil und antisymmetrischen Teil

eines Tensorproduktes auch als

AntSym(Ve V) =VeV/Sym(Ve V) (20)
Sym(VeV):=V e V/AntSym(V @ V) (21)
Proposition 4. Sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann gilt folgendes:

(1) v ®v; +v; ®v; fiirl <i<j<n bilden eine Basis fir Sym(V ® V'). Die Dimension von
Sym(V @ V) st “E) — (7).,
(2) v @v; —v; @u; fir 1 <i < j <n bilden eine Basis fir AntSym(V ® V). Die Dimension
., n(n—1 n+2-—1
von AntSym(V @ V') ist % = (",

Proof. Unterlassen. O

3 Charakter von V@ W

Von nun an fixieren wir den Korper als C. Viele Ergebnisse konnen wohl auch verallgemeinert

werden; zumindest auf einen Korper, dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt.

Proposition 5. Seien V und W zwei CG-Moduln mit Charakter ¢ und x, respektiv. Dann ist

der Charakter px von V@ W gegeben durch

ox(9) = p(g)x(g) VYgeG . (22)

Proof. Nach Prop. 9.11 [JL]E| existieren Basen eq,...,e, und fi,..., f;, mit

gei=Xe;, g.fi=pif; Yie{l,...,n},je{l,....,m} (23)

4Da der vorliegende Beweis die Proposition 9.11, und damit wiederum das Lemma von Schur benutzt ist
zumindest ein alg. abgeschlossener Koérper notig. Lt. Prof. Dr. C. Liedtke gilt das Resultat fiir allgemeine
Korper.




und damit (g) = 3772 A und x(g) = 372, . Also

g-(e; ® fj) = g.ei ®g.f; = Niei @ pj fi = Nipjlei ® f;) (24)

Ist also ¥ der Charakter von V ® W, dann

¥(g) :Z)\iﬂj = (Z )\i> Zuj = o(9)x(9) - (25)

O
Corollary 1. Damit ist als px ebenfalls ein Charakter von G.
Potenzen von Charakteren
Definition 6. Sei x ein Charakter von G. Dann definiere
X"(g9) = (x(9)" VgeG. (26)

Damit auch x° := 15 den trivialen Charakter.

Theorem 1. Sei x ein treuer Charakter von G und sei Bild(x) = {aa,...,a,}, lasse also x(g)
genau r verschiedene Werte annehmen. Dann gilt fur jeden irred. Charakter ¢ von G: 35 €

{0,...,7 — 1} sodass 1 eine Komponente von x’ ist. Also (x?,v) # 0 fiir ein j € {0,...,r — 1}

Proof. Definiere G; := x !(o;) fiir 1 < i < r und setze die Indizes so, dass 1 € G;. Dann ist

G1 = ker y = {1}, da x treu ist. Sei nun ¢ ein beliebiger irred. Charakter von G und definiere

5= 0 27)

9€G;
und merke 8; = (1) # 0, da ein irreduzibler CG-Modul per Definition nicht trivial ist. Fiir

j > 1 gilt nun per Definition des inneren Produktes:



o) = > X (9)v(g) (28)

‘ e
%Z Pt (29)
=@ sz ) > o) (30)

=(a:)d g9€G;
=B
wobei der 3. Schritt folgt, da x per Definition der G; konstant auf G; ist. Betrachte nun die
7 x - Matrix A := (a"), sowie den Vektor b := (f;). Dann ist A eine Vandermonde-Matrix

3

und daher invertierbar. Merke nun auflerdem, dass

XL 0)G =" al (31)

=0

Da 31 # 0 ist der Vektor b # 0. Da A invertierbar ist, gilt damit auch ), ZHb # 0 fiir ein

0 <j <7 —1und damit (x’,v) # 0 fiir zumindest ein 0 < j <r — 1. O

Example 2. Betrachte eine endliche Gruppe G # {1} und den reguléren Charakter y ey dieser
Gruppe. Dann gilt Bild(xyeg) = {0,|G|}. Daher ist jeder irred. Charakter eine Komponente von

1g oder Xreg, Was schon gezeigt wurde.

4 Charaktere von Sym(V ® V) und AntSym(V @ V)

Sei V ein FG-Modul, x sein Charakter und xsym und xantsym die Charaktere des symmetrischen

und des antisymmetrischen Teil, respektive. Dann folgt aus Proposition

X2 = XSym + XAntSym - (32)
Ferner lésst sich sagen

Proposition 6. Sei G eine endliche Gruppe, V ein CG Moduﬂ x der Charakter von V

5 Auch hier wird Prop. 9.11 verwendet. Wieder gilt das Resultat aber fiir allgemeine Korper.



und Xsym(g) und XAmsym(g) die Charaktere des symmetrischen und antisymmetrischen Anteils,

repektive. Dann gilt

Xsym(9) =

XAntSym(g) =

Proof. Sei g € G beliebig. Nach Proposition 9.11 [JL] bzw. Proposition 3.10 in Vortrag 3 (S.

Spindler) existiert eine Basis {ej,...,e,} von V s.d. g.e; = A\;e; fiir ein A; € C. Daher
g.(ei®ej—ei®ej) =g.(ei®ej)—g-(6i®€j) (35)
= (g€ ®g.ej) — (9. ® g.e5) (36)
= (/\Zel X )\j@j) — ()\iei ® )\jej) (37)
= /\z/\j (6@ Ke;—e Bj) (38)
(39)

Merke dass g diagonal ist. Damit folgt

XAntSym(g) = Z )\1)\3 . (40)

1<i<j<n

Betrachte nun x(g?) und x?(g) (also den Charakter auf V)

x(g%): Merke zunichst g%.e; = g.g.e; = g.(\ie;) = Nig.e; = Ae;. Damit folgt x(9) = D) N

und x(g°) = 3252, A7

x2(g): Es gilt

X*(9) = (x(9))* = (Z Ai) =2 A X AN =X + amsm(e)  (41)

i=1 1<i<j<n

Daher



Xantsym(9) = = 0% (9) — x(9%)) - (42)

Mittels x?(g) = Xsym(9) + Xantsym(g) folgt daher weiters

xsym(9) = 50(9) +x(6) - (13)

5 Charaktere direkter Produkte

Mit Hilfe des Tensorproduktes lassen sich auch die Darstellungen direkter Produkte von endlichen

Gruppen angeben.

Definition 7. Seien G und H endliche Gruppen, G x H deren direktes Produkt und F ein Korper,
sowie V und W zugehorige FG-Moduln mit Basen {v1,...,v,} und {ws,...,w,}, respektive.
Dann definiere fiir alle (g, h) € G x H die Wirkung auf V@ W durch die Wirkung auf der Basis

mittels

(g,h).(v; ® w;) = g.v; @ haw; (44)
und erweitere linear auf V ® W. Diese Konstruktion definiert den induzierten FG-Modul V @ W.

Proposition 7. V@ W ist zusammen mit der oben definierten Gruppenwirkung ein F(G x H)-
Modul. Seien weiters ¢ und 1 die Charaktere von V und W, respektive. Dann gilt fir den
Charakter ¢ x ¥ von V@ W:

(@ x¥)(g,h) = d(g)¥(h) , (9,h) € GxH (45)
Proof. Analog zu Prop. 19.5 [JL] und 19.6 [JLJ]. O

Theorem 2. Seien ¢1,...,¢, und 1,...,9s die irreduziblen Charaktere von G und H, respek-

tive. Dann sind

10



qlsiX’L/Jj 1§i§r,1§j§s (46)
die irreduziblen Charaktere von G x H.

Proof. Betrachte fiir 1 <4,k <7 und 1 < j,I < s die inneren Produkte

1

(03 by, 0 X )t = o he%ea 6i(9)u; ()ox ()i (h) (47)
1 —\ /(1 I

= il ; bi(9)br(9) <|G };{ %/fj(h)dlz(h)) (48)

= (¢, dr)c (Vs Y (49)

= Oikdji (50)

Dabei bezeichnet (-, )k das innere Produkt auf dem Raum der Klassenfunktionen von K nach
C. Somit folgt, dass die rs Charaktere ¢; x 1; wieder verschieden und irreduzible sind. Es ist
also nur noch zu zeigen, dass G x H nur rs verschiedene irreduzible Charaktere hat. Merke dazu

dass Va,g € G, h,y € H gilt

(z,9) " (g, h)(z,y) = (x~ g,y hy) (51)

Also sind Elemente (g,h), (¢',h') € G x H genau dann konjugiert wenn g zu ¢’ und h zu b’
konjugiert ist. Insbesondere sind daher die Vertreter der Konjugationsklassen von G x H die
Elemente (g;, hj) € Gx Hmitl <i<r 1< 5 < s wobei die g; und die hjdie Vertreter der
Konjugationsklassen in G und H, respektive, sind. Damit ist die Anzahl der Konjugationsklassen
und damit der irreduziblen Moduln gleich sr. Die vorhin angegebenen irreduziblen Charaktere

sind daher tatsachlich alle. O

11



6 Darstellungsring

Sei G eine endliche Gruppe mit n Konjugationsklassen. Dann ist bekannt, dass fiir beliebige FG

Moduln U, V, W mit Charakteren ¢ und 1, respektive, gilt
e {0} ®V ~V mit Charakter ¢
e V@ W ist wieder ein FG Modul mit dem Charakter ¢
o VAW ~W &V mit eindeutigem Isomorphismus
e U (VaW)~(U®aV)®dW mit eindeutigem Isomorphismus

Die Menge der F-Vektorraume bildet also einen kommutativen Monoid beziiglich direkter Summe.

Auflerdem wurde oben gezeigt:

e F®V ~ V mit Charakter ¢

o V ® W ist wieder ein FG Modul mit dem Charakter

VW ~W ®V mit eindeutigem Isomorphismus
e U (VW)= (U®V)®W mit eindeutigem Isomorphismus
e UR(VaeW)~(Ue®V)® (U®W) mit eindeutigem Isomorphismus

Die Menge der F-Vektorraume bildet also einen kommutativen Monoid beziiglich Tensorproduk-

ten. Aulerdem ist ® distributiv iiber &. Betrachte nun die folgende Menge

H(G) :={)>_a;Vila; € N,V; irred. FG — Modul} (52)

i=1

Die Operationen @ und ® gibt H(G) die Struktur eines Halbringsﬂ Es geht noch besser!

6Die Notation H(G) ist nicht Standard!

12



Gruppenvervollstandigung

Definition 8. (Universelle Eigenschaft) Sei (M,+) ein kommutativer Monoid. Dann nennt
man eine abelsche Gruppe K mit einem Monoidhomomorphismus i : M — K eine Gruppen-
vervollstindigung wenn fiir eine beliebige abelsche Gruppe A mit Monoidhomomorphismus
f: M — A ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus 9 : K — A existiert sodass f = ¢ oi.

Also wenn das folgende Diagramm kommutiert:
M— K

{ My

A

Durch die universelle Eigenschaft ist eine Gruppenvervollstidndigung bis auf eindeutigen Isomor-
phismus eindeutig bestimmt. Daher bezeichnen wir sie als die Gruppenvervollstdndigung. Sie
existiert immer.

In diesem Sinne ist K die "kleinste” abelsche Gruppe, welche M ”enthalt”.

Die Gruppenvervollstandigung eines Monoids hat eine explizite Konstruktion:

Die Menge M x M/ ~ mit der Operation (mi,ms) + (n1,n2) = (my + ny, ms + ng) und der

Aquivalenzrelation

(my,mg) ~ (ny,ne) < IkeM:mi+ns+k=mo+n +5k . (53)
ist die Gruppenvervollstéindigungﬂ von (M, +). Das Identitdtselement in M x M/ ~ ist (0,0).
In tblicher Notation gilt daher (mq, mg) = —(ma, my).
Example 3. Betrachte den Monoid (N, +). Die zugehorige Gruppenvervollstandigung ist (Z, +).

Die allgemeine Konstruktion dieses Konzeptes ist die Grothendieck Gruppdﬂ
Wendet man das nun auf (H(G),®) an erhélt man eine abelsche Gruppe und damit einen kom-

mutativen Ring (H(G), ®,®). Man nennt diesen Ring den Ring der Darstellungen von G

"Merke dass das bis auf die Existenz von k die gleiche Definition ist wie jene der Konstruktion der ganzen
Zahlen aus den natiirlichen Zahlen. I.A. ist allerdings nicht der Fall dass m + k = n+k = m = n. Vgl
Konstruktion der Lokalisierung vs. Quotientenkorper.

8Da sie wohl auch durch eine universelle Eigenschaft definiert ist, ist auch sie bis auf eindeutigen Isomorphismus
bestimmt. Die Existenz ist nicht zwingend gegeben!
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(iiber F) und schreibt R(G). Die Elemente von R(G) nennt man virtuelle Darstellungen. Die
irreduziblen Darstellungen bilden ein Erzeugersystem fiir R(G). Zwei Elemente in R(G) sind
gleich, wenn sie isomorph als FG Moduln sind.

Sei nun F = C. Dann folgt aus den obigen Definitionen und Konstruktionen nun auf natiirliche

Weise der Ringhomomorphismus

X1 R(G) = Caass(G), Y _aiVi D aix: (54)
=1 i=1

Da ein CG einen eindeutigen Charakter hat ist die Abbildung x injektiv. Die Bilder von x nennt
man virtuelle Charaktere von G.

Der Darstellungsring einer Gruppe ist i.A. nicht frei als Z-Modul, was das néachste Beispiel zeigt.

Example 4. Definiere C,, := Z/nZ. Der Darstellungsring R(C,,) iiber C ist isomorph zu
Zlz])/(z™ — 1) mit der folgenden Abbildung. Sei C,, = (g). Sei V := C mit der Gruppen-

27i

wirkung definiert durch g.v := e v fiir ein beliebiges v € V. Notwendig ist hier nur dass g

die Wirkung einer primiten n-ten Einheitswurzel hat. Definiere nun den Ringhomomorphismus
a: R(Cp) — Zlz]/(z™ — 1) auf dem Erzeuger durch V +— z. Dann betrachte die Abbildung
a: R(Z/nZ) — Zlx])/(z™ — 1).
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