Topologische Konstruktionen

G. Chiusole

1 Einbettung - Unterraum

Wie definiert man Unterobjekte? Was ist die richtige Definition eines Unterobjekts eines topol-
ogischen Raumes? Gibt es eine natiirliche Konstruktion?

Kurz gesagt: Ja

Definition 1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und Y eine Menge und h : Y — X eine injektive
Funktion. Dann nennt man

h*r = {h "YU € 7} (1)

die von h und T induzierte Topologie auf Y. FKine solche Funktion h nennt man auch eine
Einbettung von Y in XH Merke, dass h eine Bijektion zwischen Y und A(Y) ist. Mit den
vorhergehenden Forderungen ist h daher ein Homeomorphismus: Y ~ h(Y). Man schreibt auch

v <& X

Merke dass eine stetige, offene/abgeschlossene Funktion eine Einbettung ist, falls sie injektiv ist.
Ein sehr wichtiger Spezialfall tritt ein wenn ¥ C X eine Teilmenge ist und I : ¥ — X die
Inklusion ist, also Vy € Y : i(y) = y. Dann spricht man von der Unterraumtopologie auf Y
bzw. man bezeichnet (Y,i*7) als Unterraum. Die Menge von Mengen f*7 ist eine Topologie, da
Urbilder (), X, beliebige Vereinigungen, sowie beliebige Schnitte erhalten.

Von der Definition ist schon zu erkennen, dass es sich bei f*7 um die kleinste (grobste) Topologie
handelt, sodass f stetig istﬂ Dadurch folgt auch schnell:

Corollary 1. Seien (X,7) und (Y,v) topologische Riume und ¢ : Y — X. Dann ist ¢ genau
dann stetig, wenn i*1T C v stetig ist.

Corollary 2. Betracht man einen Unterraum, so gilt

i'r={UNX|U et} . (2)

Proof. Merke dass
"(U)={yeYliy) eUt={yeYlyeU}t=YnNU (3)
O

1Als Immersion bezeichnet man eine lokale Einbettung; also eine Funktion h, sodass fiir jeden Punkt y € Y
eine Umgebung N(z) existiert, sodass h|n () eine Einbettung ist.
2Nutze dazu die Definition der Stetigkeit: Urbilder offener Mengen sind offen.



Fiir eine allgemeine induzierte Topologie wie in Definition |1| existiert keine analogeﬁ Charakter-
isierung. Es ist tatséchlich eine Inklusion notwendig.

Wenn klar ist, dass es sich um topologische Rdume handelt wird die Unterraumrelation mit
”C” notiert. Eine andere Konvention ist einen Unterraume X von Y mit (X,4), also mit der
Menge und der Inklusion zu identifizieren. Das geschieht dabei in Anlehnung an die allgemeinere
Definition einer induzierten Topologie.

Die Unterraumrelation ist transitiv

Theorem 1 (Transitivitit). Seien X SY undY & 2 Unterrdume, dann ist X L 7 ein
Unterraum.

Proof. Sei U eine offene Menge in X. Dann hat sie die Form U = i~!(V) fiir eine in Y offene
Menge V. Diese hat wiederum die Form V = j~1(W) fiir eine in Z offene Menge W. Also gilt
U=i ' (W) =it oj =t (W) = (joi)" (W) O

Theorem 2. Sei X CY ein Unterraum, W ein beliebiger topologischer Raum und k: W — X
eine Funktion. Dann ist k genau dann stetig wenn iok : W — Y stetig ist.

(X, i*7) — (Y, 7)
k 10k
(Wv TW)

Proof.

k stetig < VU €i*r: k"1 (U) €
eWer: ki (V) emw
evVWer:(kloi ) V) emw
svYWer:(iok) N(V)emy
& iok stetig

O

Die Existenz einer Einbettung ist eine topologische Invariante Sei (Z,7z) ein topolo-
gischer Raum. Sind zwei topologische Raume (X, 7x) und (Y, 7y) homeomorph, dann existiert

eine Einbettung (X, 7x) A (Z,77) genau dann wenn eine Einbettung (Y, 7v) & (Z,77) existiert.
Daraus folgt:

Haben zwei topologische Rdume nicht die gleichen Eigenschaften beziiglich Einbettungen, so sind
sie nicht homeomorph. Gleichermaflen ist das Zulassen einer Einbettung in den topologischen
Raum (X, 7x) eine topologische Invariante.

3Mit verniinftigen Einschrénkungen



2 Identifizierungsraum - Quotientenraum

Bei einer Einbettung wird eine Topologie durch eine injektive Funktion von der Co-Doméne auf
die Domane zuriick gezogen. Im Folgenden schiebt man eine Topologie der Doméne entlang einer
surjektiven Funktion in die Co-Domaéne.

Definition 2. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, Y eine Menge und p : X — Y eine surjektive
Funktion. Dann nennt man
pr = {V CYp (V) €7} (4)

die von p und 7T induzierte Topologie auf Y. Eine solche Funktion p nennt man auch eine
Identifikationsabbildung.

Diesmal folgt direkt dass p.7 die grofite (feinste) Topologie auf Y ist, fiir welche die p stetig ist.
Damit folgt auch wieder dass eine Abbildung p : (X,7) — (Y,7y) genau dann stetig ist wenn
Ty C p,T ist.

Merke dass eine Teilmenge V' C Y genau dann offen ist, wenn ihr Urbild offen ist. Eine
stetige, surjektive Funktion ist also genau dann eine Identifikationsabbildung, wenn sie of-
fen/abgeschlossen ist.

Identifikationsrdume bezeichnet man auch mit der Projektion und der Menge: z.B.: ”Sei (X, p)
ein Identifikationsraum”.

Die Identifikationsraumrelation ist transitiv

Theorem 3 (Transitivitit). Seien p : X — Y und q : Y — Z Identifikationsraum, dann ist
qgop:X — Z ein Identifikationsraum.

3 Quotientenraum

3.1 Allgemeine Konstruktion

Allgemein lésst sich ein Identifikationsraum durch eine beliebige Surjektion beschreiben. Eine
besonders wohl verhaltene Art der Surjektion, ist die Quotientenabbildung beziiglich einer Aquivalenzrelation;
Sie ist auch in natiirlicher Form in algebraischen Strukturen zu finden.

Definition 3. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und R eine Aquivalenzrelation auf der Menge
X, sowie gr : X — X/R die entsprechende Quotientenabbildung von Mengen definiert durch
Vo € X : qr(x) = [z]g. Dann nennt man den Identifikationsraum

qR : (Xv T) - (X/Rv qR*T) (5)
den Quotientenraum von X modulo R (beziiglich der Quotientenabbildung gg).

Diese Definition erlaubt erheblich allgemeinere Konstruktionen als die Folgende.



3.2 Quotienraum modulo einem Unterraum
Definition 4. Sei (X, 1) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann definiert
Ve,ye X:x~pysao=yV{z,y} CA
eine Aquivalenzrelation ~ 4. Dann heifit der Identifikationsraum
ga (X, 7) = (X/A, qaxT) (6)
der Quotientenraum von X modulo A.
Die Bilder von z € X, also die Aquivalenzklassen beziiglich ~ 4
x wenn x € A
[z]a = (7)
A wenn z € A

Der topologische Raum (X/A, ga.7) ist also als der Raum (X, 7) zu verstehen, in welchem der
Unterraum A zu einem Punkt [A] kollabiert wurde.

4 'Topologische Basen

4.1 Umgebungsbasis - lokale Basis
Definition 5. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und € X. Dann heifit das Mengensystem

Uy = {Ui() }ier (8)

mit Vi € I : U;(x) eine Umgebung von x eine Umgebungsbasis von x falls fiir jede Umgebung
U(z) von x gilt

Jiel:Ui(zx) CU(x) 9)

Definition 6. Ein topologischer Raum (X, 7) erfiillt das erste Abzéhlbarkeitsaxiom wenn fiir
jeden Punkt x € X eine abziéhlbare Umgebungsbasis existiert. Also wenn

Vo € X,3U, : |U,| abzihlbar (10)
Theorem 4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann erfillt (X, d) das erste Abzdhlbarkeitsaxiom.

Proof. Fixiere € X. Dann bildet U, := {B,(z)} mit r = { fiir k € N eine abziihlbare Umge-
bungsbasis. Sei U(x) eine weitere Umgebung von . Dann existiert per Definition ein 7/ € R mit
Bl (z) C U(z) dann existiert aber auch ein k € N mit 1+ < r/. Folglich existiert ein B, (z) € U,
mit By(z) C U(x).

GleichermaBen bildet UL = {B,(OQ) ()} mit r € Q eine abziéhlbare Umgebungsbasis fiir « €
X. O

Fiir ein beliebigen topologischen Raum (X, 7) hat jeder Punkt z € X eine Umgebungsbasis.
Diese ist durch den Umgebungsfilter, also das System aller Umgebungen gegeben.



4.2 Subbasis (auch Pribasis)

Theorem 5 (Subbasensatz). Sei X eine Menge und o C p(X) eine Menge von Mengen. Dann
existiert eine eindeutige kleinste Topologie (), welche o C 7(a).

Proof. Merke: der Schnitt 7/ := ﬂje 5 7; beliebig vieler Topologien welche eine gemeinsame
Grundmenge X haben ist wieder eine Topologie auf X:

(i) 0,X € 7', da die 7; Topologien sind.

(ii) Seien A,Be 7', dannVje J: A, BeT;alsoVjeJ: ANB € 7; und daher ANB € 7'.
(iii) Seien A; € 7’ mit i € I, dann Vj € J : A; € 75, also Vj € J : UjerA; € 75, also UijerA; € 7'

Sei nun 7(a) := ({7 Topologie auf X|a C 7}. Dann gilt 7(«) C 7(«) und fiir jede Topologie 7/
auf X gilt 7(a)) C 7. Die Topologie 7(«) ist somit die kleinste, welche o enthélt und ist damit
eindeutig bestimmt. O

Man nennt 7(«) die von a erzeugte Topologie auf X.

Definition 7. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann nennt man eine Menge an Mengen
1 C 7 eine Basis der Topologie 7 wenn gilt 7(n) = 7.

In anderen Worten: eine Teilmenge 7 einer Topologie 7 heiffit Subbasis, wenn jedes U € 7 ein
endlicher Schnitt oder eine beliebige Vereinigung von Mengen in 7 ist.

Eine Subbasis einer Topologie ist nicht eindeutig bestimmt. Sei U,V € ¢ und U UV ¢ «, dann
7(a) = 7(aU (U UV)). Jede Topologie hat eine Subbasis: 7 ist eine Subbasis von 7: 7(7) = 7.

4.3 Basis einer Topologie

Definition 8. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann nennt man 3 := {U; }ier C p(X) eine
topologische Basis der Topologie T, wenn gilt {U; };e; € 7 und

Ver:3JCI:U=]JU (11)
icJ
In anderen Worten: Eine Teilmenge [ einer Topologie 7 heifit Basis,wenn jedes U € 7 eine Vere-
inigung von Mengen in 3 ist. Eine topologische Basis ist also eine Subbasis.

Eine topologische Basis ist nicht eindeutig bestimmt. So ist beispielsweise die Menge aller Sin-
gletons {z} mit z € X eine Basis der diskreten Topologie auf X. Gleichermafen ist aber auch
die Topologie selbst, also p(X) eine Basis. Nicht mal fiir eine fixierte Basis und ein fixiertes
U € 7 sind die Mengen U; eindeutig bestimmt.

Der Satz iiber die Subbasen zeigt, dass jede Menge an Mengen o C p(«) eine Subbasis einer
Topologie auf X ist; ndmlich 7(a). Fiir Basen ist das nicht der Fall: nicht jede Menge an Mengen
B C p(a) ist eine topologische Basis einer Topologie auf X.

Theorem 6 (Charakterisierung einer Basis). Sei (X, 7) ein topologischer Raum und 8 C p(X),
welche X iiberdeckt (also X =y, ¢4 Ui). Dann sind die folgenden Aquivalent:

(a) FEs existiert eine Topologie 7 auf X fiir welche B eine Basis ist.

(b) Fiir beliebige U,V € f und x € UNV existiert ein W e g mitz e W CUNV.



(C) YU; € 53[]] eg: N Ui = UjeJUj.

Proof. (b) = (c): Sei A :=NT_,U; ein endlicher Schnitt von Mengen in 5. Dann gilt A = Uye a W
wobei W € 8 mit x € W.

(c) = (b): Sei x € NI, U;. Dann gilt mittels A = UycaW dass ein W existiert mit x € W und
W C A.

(¢) = (a): B ist genau dann eine Basis von 7(f) wenn die Voraussetzungen in (c) gelten. Sei
U € 7(B), dann ist U die leere Menge oder X oder ein endlicher Schnitt von Mengen in S,
also nach (c) eine Vereinigung von Mengen in § oder eine Vereinigung von Mengen in 3. Ist
umgekehrt fiir U,V € 8 der Schnitt U NV nicht darstellbar als eine Vereinigung von Mengen aus
B und da 7(8) die kleinste Topologie ist, welche 8 enthélt, folgt dass es keine Topologie auf X
gibt fiir welche 8 eine Basis ist. O

Example 1. Basis und Subbasis einer Topologie sind i.A. und meist verschieden. Die Subbasis
ist i.A. kleiner:

Betrachte die Produkttopologie 7 x 7/ auf der Menge X x X'. Dann ist {U x VU € 7,V € 7'}
eine Basis und {U x X', X x V|U € 7,V € 7'} eine Subbasis.

Proposition 1. Sei (X, 1) ein topologischer Raum mit Umgebungsbasis U, fir einen beliebigen
Punkt x € X. Dann ist UpexU, eine Basis fir 7.

Theorem 7. Zwei Basen 3 und 3’ definieren genau dann die gleiche Topologie T, wenn jedes
A € B als Vereinigung von Mengen in B’ darstellbar ist und vice versa.

Viele Satze sind einfacher zu beweisen durch die Nutzung von Basen:

Theorem 8. Seien (X,7) und (X', 7') topologische Raume mit Basis n und ¢, respektive.
o Sei f:(X,7)— (X',7'). Dann ist f stetig genau dann wenn YU € n: f~1(U) € 7.
e D C X liegt dicht in (X, 7) genau dann wenn VB € n: DN B # (.
e v € A genau dann wenn VB € n,x € B: AN B # ().

Definition 9. Ein topologischer Raum (X, 7) erfillt das zweite Abzdihlbarkeitsaziom wenn T
eine abzahlbare Basis hat.

Example 2. Die Menge R™ versehen mit der Standard-Topologie erfiillt das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom.
Die Menge aller

B.(z) ={yeR": |z —y|<rzeQ™0<reQ} (12)
ist abzahlbar und bildet eine Basis.
Also alle offenen Kugeln mit rationalem Zentrum.
Das ist kein Zufall:
Theorem 9. Sei (X, d) ein separabler metrischer Raum. Dann erfillt (X, d) das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Proof. Behauptung: Sei C eine abzdhlbare Menge, welche dicht in (X, d) liegt. Dann ist die
Menge

B :={B.(x)|lxr € C,0 <r € Q} (13)



eine abzéhlbare Basis fiir (X, d). Da 8 die Menge X iiberdeckt reicht es zu zeigen, dass fiir jedes
U € 74 und jedes z € U existiert ein B € f mit z € B.(z) C U. Da U offen ist existiert ein
hinreichend kleines 0 < r € Q mit B,(2r) C U.

o Ist 2 € C, so erfilllt B := B,(2r) die gewlinschten Eigenschaften

e Ist z & C, so existiert wegen der Dichtheit von C existiert ein ¢ € C mit ¢ € B, (r). Mit der
Dreicksungleichung der Metrik folgt « € B.(r) C B;(2r) C U. Dann definiere B := B.(r).

O

Theorem 10. Sei (X,d) ein metrischer Raum, welcher das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt.
Dann ist (X,d) separabel.

Proof. Sei 8 eine Basis von (X, d) und bezeichne mit x ein beliebiges aber fixes Element in B,
mit B € . Dann liegt Dg := {zp :  # B € } dicht in X, da fiir ein beliebiges U € 7 gilt
DgNU = DN (UierU;) # 0. Also schneidet Dg jede offene Menge in X nicht trivial und ist
folglich dicht in X. Dg ist abzdhlbar, da S abzéhlbar ist. O
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